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Численное моделирование сложных подземных сооружений, таких как пункты глубинного захоронения радио-
активных отходов, требует совместного учета теплогидромеханических и, возможно, прочих процессов. 
Таким образом, надежная оценка поля температур является одной из ключевых задач. При этом расчетные 
средства, используемые для моделирования, должны быть, среди прочего, верифицированы на задачах, име-
ющих точное аналитические решение и отвечающих характерным особенностям моделируемых объектов. 
Для задачи теплопроводности это пространственное и временное описание источников тепла. Получены 
точные аналитические решения нестационарного трехмерного уравнения теплопроводности для среды 
с постоянными физическими свойствами и экспоненциально затухающим источником тепла, сосредото-
ченным на плоскости, прямой и в точке, что достаточно близко для целей верификации соответствует 
решаемым при анализе пунктов глубинного захоронения РАО задачам. Полученные решения могут быть ис-
пользованы для верификации расчетных средств, в которых реализовано численное решение уравнений те-
плопроводности или сходные численные модели, например, диффузии, броуновского движения и т. д.
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Введение 

К настоящему времени как в России, так и за 
рубежом накоплено значительное количество 
высокоактивных отходов (ВАО). Среди прочих 
особенностей, которые требуется учитывать при 
выработке подходов к их окончательной изоля-
ции, в частности в пунктах глубинного захоро-
нения радиоактивных отходов (ПГЗРО), можно 
указать их высокое тепловыделение. Значитель-
ные объемы радионуклидов и необходимость 
их надежной изоляции в течение длительного 
времени — десятков тысяч лет и более — опреде-
ляют необходимость тщательных исследований 
для подтверждения безопасности пунктов глу-
бинного захоронения [1—4]. Эволюция ПГЗРО 
происходит под влиянием множества взаимо
связанных процессов: тепловых, механических, 

гидрологических, химических, биологических 
и прочих, следовательно, ее моделирование 
должно проводиться комплексно, с взаимным 
учетом явлений, что показывает и междуна-
родный опыт [5]. При этом тепловые явления во 
многом определяют протекание прочих процес-
сов, так как от температуры зависят переносные 
свойства среды, скорость и пути протекания 
химических реакций, механические напряже-
ния материалов и т. д. В свою очередь, перенос 
тепла в ПГЗРО и вмещающих породах опреде-
ляется, например, конвекцией содержащейся в 
порах воды и источниками или стоками тепла, 
связанными как с тепловыделением РАО, так и с 
химическими реакциями. Соответственно, в на-
стоящее время при анализе эволюции сложных 
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подземных сооружений применяются расчет-
ные средства, в которых реализованы с той или 
иной степенью сопряжения модели теплогидро-
механических и химических процессов (thermo-
hydro-mechanical-chemical — THMC) [6]. В неко-
торых случаях рассматривается также влияние 
биологических процессов, вследствие которых, 
например, могут изменяться переносные и меха-
нические свойства материалов [7]. Отметим, что 
полное сопряжение всех указанных процессов в 
рамках одного расчета пока не используется, так, 
в [6] приводятся примеры сопряжения максимум 
трех моделей одновременно (THM, THC). 

В разрабатываемом расчетном коде FENIA 
(Finite Element Nonlinear Incremental Analysis) 
[8, 9] также реализуется сопряжение трех моде-
лей: тепловой, гидравлической и механической 
(THM). При этом уравнения сохранения энергии 
(теплопроводность) и равновесия (механика) 
решаются последовательно на каждом времен-
ном шаге, соответственно, модель механики 
всегда использует актуальное расчетное поле 
температур. Обратное влияние — механических 
процессов на тепловое состояние — пренебре-
жимо мало и в коде не учитывается. 

Гидравлическая модель может сопрягаться 
с тепловой двумя способами. В первом случае 
реализуемая в коде FENIA упрощенная модель 
гидравлики взаимодействует с тепловой ана-
логично механической — на каждом шаге в ней 
используется актуальное поле температур. Но 
при этом учитывается и обратная связь — на 
следующем шаге используются обновленные 
значения тепловых свойств среды (теплоем-
кость, теплопроводность), зависящих от обвод-
ненности пород. Во втором случае моделирова-
ние гидравлических процессов производится 
внешним расчетным средством — кодом GeRa 
[9]. При этом используются более сложные ги-
дравлические модели, но обмен данными про-
исходит через внешние интерфейсы расчетных 
кодов. В этом случае синхронизация на каждом 
временном шаге невозможна, соответственно, 
коды реже получают информацию друг от друга.  
Аналогичным образом могут использоваться и 
другие расчетные коды, например, моделирую-
щие химические реакции.

Как видно из вышесказанного, результаты, 
получаемые при решении тепловой задачи, ис-
пользуются как входные данные для целого 
ряда других моделей. Следовательно, не умаляя 
роли прочих процессов, можно сказать, что на-
дежная оценка поля температур является одной 
из ключевых задач при обосновании проекта 
ПГЗРО. При этом расчет теплового состояния 
ПГЗРО даже без сопряжения с другими моделя-
ми является нетривиальной задачей вследствие 
сложности геологической среды, дополненной 
особенностями инженерных барьеров безопас-
ности, с одной стороны, и структуры горных вы-
работок, в которых размещаются РАО, с другой. 

Вследствие этого непосредственное использо-
вание аналитических решений уравнения те-
плопроводности для предсказания эволюции 
теплового состояния ПГЗРО практически невоз-
можно, и требуется использовать программные 
средства (расчетные коды), в которых реализу-
ются методы численного моделирования. 

Использование аналитических решений 
для верификация расчетных кодов

Тем не менее важность точных аналитиче-
ских решений не следует недооценивать, по-
скольку такие программные средства перед 
их использованием должны быть верифици-
рованы. В данной статье под верификацией 
будет подразумеваться проверка реализации 
численных методов на задачах, имеющих точ-
ное аналитическое решение, в соответствии с 
концепцией, в которой разделяются понятия 
верификации (на аналитических задачах) и ва-
лидации (на экспериментальных данных и т. д.) 
[11]. Как писал академик А. А. Самарский в [12], 
«свойства того или иного алгоритма для рас-
чета задач газодинамики, как правило, трудно 
оценить теоретически. Поэтому при анализе 
качества численных схем, помимо различных 
априорных суждений, большую роль играют 
апостериорные исследования. Сюда в первую 
очередь следует отнести опробование схем и 
алгоритмов на специальных «точных» реше-
ниях — тестах. Для этого проводится расчет 
некоторых упрощенных вариантов исходной 
задачи, которые, быть может, не дают полную 
физическую картину процесса, но допускают 
простое (например, аналитическое) решение. 
Сопоставление результатов расчетов с извест-
ными решениями позволяет судить о точности 
схемы, скорости сходимости и т. д. Поэтому по-
строение точных тестовых решений, в частно-
сти автомодельных, представляет собой необ-
ходимый элемент в общей программе констру-
ирования численных алгоритмов».

Естественно, подобный подход следует при-
менять и к другим численным алгоритмам, в 
частности к алгоритмам решения уравнений 
теплопередачи. Более того, теоретические ис-
следования сходимости численных схем спра-
ведливы только при стремлении размеров 
расчетной ячейки к нулю и не могут гаранти-
ровать точность получаемых результатов при 
конечных размерах ячейки. И только сравне-
ния с точными решениями позволяют оце-
нить при конечных размерах расчетных ячеек, 
которые всегда и используются при решении 
сложных практических задач, близость чис-
ленного решения к решению исходных диффе-
ренциальных уравнений. Поэтому получение 
точных аналитических решений, особенно ре-
шений, которые в определенной степени от-
ражают действительную физическую картину 
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спадом тепловыделения. В этой и следующих за-
дачах вмещающая порода будет предполагаться 
однородной. Это связано с тем, что случай среды, 
в которой неоднородности описываются линей-
ной или кусочно-постоянной пространственной 
зависимостью, легко сводится заменой пере-
менных к однородному случаю. Более же слож-
ные пространственные зависимости приводят к 
значительному усложнению задачи получения 
аналитического решения.

В отличие от ПИЛ, в проектах ПГЗРО рассма-
триваются не одиночные контейнеры, а некото-
рые их совокупности. Например, в бельгийском 
и французском проектах [17] предполагается за-
хоронение в протяженных горизонтальных га-
лереях длиной несколько десятков метров. Так-
же может рассматриваться вариант размещения 
в глубоких скважинах или комбинации скважин 
и горизонтальных галерей [9]. При этом диаметр 
контейнера с ВАО составляет лишь около метра, 
то есть, одиночная галерея или скважина может 
рассматриваться как источник тепла с равно-
мерно распределенным вдоль прямой тепло-
выделением. Вследствие большой длины участ-
ка, занятого отходами, на большей его части 
можно пренебречь эффектами, возникающи-
ми вблизи торцов. Таким образом, следующую 
применимую для верификации задачу можно 
сформулировать как задачу моделирования 
двумерного поля температур для бесконечного 
протяженного вдоль прямой линии (линейного) 
источника тепла с экспоненциальным спадом 
тепловыделения.

В отдельных случаях можно рассмотреть в ка-
честве источника тепла и ПГЗРО в целом. Так, в 
проекте KBS-3, реализуемом в Швеции и Фин-
ляндии, контейнеры с ВАО располагаются в от-
дельных углублениях, расположенных на одном 
горизонте. При описании теплового состояния 
вмещающих пород на существенном расстоя-
нии выше или ниже ПГЗРО совокупность кон-
тейнеров с ВАО можно приближенно считать 
тепловыделяющей плоскостью. Таким образом, 
еще одну верификационную задачу можно опре-
делить как задачу моделирования одномерного 
поля температур для распределенного по пло-
скости источника тепла. Спад тепловыделения 
будет предполагаться также экспоненциальным.

Для этих трех задач авторами получены точ-
ные аналитические решения с использованием 
единого подхода на основе обобщенного реше-
ния уравнения теплопроводности.

Нестационарное температурное поле 
экспоненциально затухающего источника

Общий случай
Решение нестационарного уравнения тепло-

проводности для среды с постоянными физиче-
скими свойствами в n-мерном пространстве Rn,  
x = (x1, …, xn) с начальным условием

практической задачи, является важнейшей ча-
стью разработки численных алгоритмов и ос-
нованных на них программных продуктов. Это 
отражено и в нормативных документах, так, в 
НП-100-17 [13] говорится: «Адекватность, до-
стоверность и точность математических моде-
лей, применяемых расчетных методик и рас-
четных схем должны быть обоснованы путем 
сравнения численных решений с аналитиче-
скими решениями, полученными при приме-
нении других моделей, адекватность, досто-
верность и точность которых оценена».

Рассмотрим особенности, которые должны 
быть учтены при формулировании аналити-
ческих задач, применимых для верификации 
расчетных средств, моделирующих тепловое со-
стояние ПГЗРО. В первую очередь отметим, что 
задача будет нестационарной, так как тепловы-
деление РАО меняется со временем. Остекло-
ванные отходы включают различные изотопы и, 
как следствие, могут иметь сложную временную 
зависимость тепловыделения. Однако в соответ-
ствии с законом радиоактивного распада можно 
для верификационных задач считать эту зависи-
мость экспоненциальной. Если для стационар-
ной задачи теплопроводности имеются точные 
аналитические решения (см., например, [14]) 
для разнообразных пространственных конфигу-
раций источника тепла, то для нестационарного 
случая общее решение имеет сложный вид [15], 
и авторам неизвестны аналитические решения 
для экспоненциально затухающего источни-
ка. Наибольший прогресс в этом направлении 
был достигнут Ходжкинсоном (D. P. Hodgkinson), 
который получил полуаналитическое решение, 
описанное в [16]. Но это решение требует чис-
ленного интегрирования, следовательно, может 
лишь с оговорками применяться при верифи-
кации, поскольку к нему, как и к полученному 
расчетным кодом результату, относятся при-
веденные выше рассуждения о точности схемы, 
скорости сходимости и т. д.

В настоящей работе предлагается ряд задач с 
экспоненциально затухающим источником теп-
ла, применимых для верификации расчетных 
кодов, моделирующих динамику теплового со-
стояния ПГЗРО, для которых авторами получе-
ны точные аналитические решения.

Единичный изолирующий контейнер (ИК) с 
тепловыделяющими ВАО, окруженный доста-
точно большим объемом вмещающей породы 
можно приближенно считать точечным источ-
ником тепла. Действительно, характерный раз-
мер ИК составляет несколько метров, в то время 
как в случае его уединенного захоронения, на-
пример, в рамках эксперимента в подземной ис-
следовательской лаборатории (ПИЛ), его могут 
окружать десятки метров породы. Таким обра-
зом, можно приближенно говорить о задаче мо-
делирования трехмерного поля температур то-
чечного источника тепла с экспоненциальным 
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	 	 (1)

в общем случае дается формулой [15]

	 (2)

В (1)  — мощность тепло

выделения, r — плотность грунта, c— его тепло-
емкость, a2 = l/(rc) — температуропроводность,

 — оператор Лапласа. В случае однород-

ного начального условия T0(x) = T0 = const урав-
нение (1) с помощью замены T(x,t) = u(x,t) + T0 
сводится к уравнению с нулевым начальным 
условием

	 	 (3)

Решение уравнения (3) будет определяться 
только первым слагаемым в правой части (2)

.	(4)

Аналитические решения  
для источника, сосредоточенного  
на плоскости, прямой и в точке

Из выражения (4) получим решения для важ-
ных при изучении температурного поля вокруг 
тепловыделяющих РАО случаев n = 1, 2, 3, отве-
чающих тепловыделяющей плоскости, прямой 
и точечному источнику соответственно. Рассма-
триваемые конфигурации приведены на рисун-
ках 1—3, где также схематически показаны фор-
мы распределений температуры.

Для источника тепла, сосредоточенного в пло-
скости, обозначим эту плоскость z = 0. Тогда теп-
ло будет распространяться вдоль оси z, и зада-
ча будет одномерной (n = 1, x1 = z, x = (z), рис. 1). 
Если источник сосредоточен на прямой, примем 
ее за ось z, тепло при этом распространяется в 
плоскости, ортогональной этой оси (n = 2, x1 = x, 
x2 = y, x = (x, y), рис. 2). В случае точечного источ-
ника тепло распространяется по всем направле-
ниям, и задача является трехмерной (n = 3, x1 = x, 
x2 = y, x3 = z, x = (x, y, z), рис. 3). В этом случае 

считаем источник сосредоточенным в начале 
координат, x = (0, 0, 0).

Для затухающего источника тепла примем 
формулу
	 	 (5)

Рис. 1. Конфигурация задачи с тепловыделяющей 
плоскостью (n = 1)

Рис. 2. Конфигурация задачи с тепловыделяющей прямой 
(n = 2)

Рис. 3. Конфигурация задачи с точечным источником 
тепла (n = 3)

Тепловыделение 
в плоскости
z = 0

Тепловыделение 
на прямой
x = y = 0

Тепловыделение 
в точке
x = y = z = 0
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Отметим, что источниковый член уравнения (3) 
в виде (5) описывает все случаи n = 1, 2, 3, при 
этом для его размерности справедливо соотно-
шение [q] = Вт/м3–n.

Подставляя (5) в (4), получим

	(6)

Сделаем в (6) замену  и обозначим

	 	 (7)

Также введем безразмерные величины h = pb, 
c = t/b, в результате чего выражение (6) прини-
мает вид:

	

u t q
p t bs

a bs s
bds

q

n

c

( , )
exp
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c1 2

2
02

1 1

π
	(8)

Для дальнейших вычислений величину exp(hs) 
в (8) разложим в ряд Маклорена, тогда интеграл 
в (8)  принимает вид:

	(9)

С помощью замены  выразим интеграл под 

знаком суммы в (9) через экспоненциальный

интеграл , являющийся спе-

циальной функцией, для вычисления которой 
можно использовать имеющиеся математиче-
ские библиотеки GSL или boost.

	(10)

Подставляя (10) в (9) и результат в (8), а также 
раскрывая выражения для констант h, c, полу-
чим окончательное решение:

	

Получим отдельно окончательные решения 
для n = 1, 2, 3. Для источника, сосредоточенного 
на плоскости (n = 1):

	 (12)

В случае источника, сосредоточенного на пря-
мой линии:

.	 (13)

В случае точечного источника (n = 3):

	(14)

При этом в трехмерном случае возможно так-
же получить решение, в котором температура 
выражается через так называемую функцию 
ошибок. Преобразуем формулу (6), положив в 
ней n = 3 и используя обозначения (7):

	(15)

Сделав в (15) замену r

a t s
s s t

r

a s2 2

2

2 2−
→ ′ ⇒ = −

′
,

получим

	

(11)

(16)
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Для интеграла в (16) можно получить рекур-
рентное соотношение:

	

Обозначая в (17) , 

получим:

	(18)

Здесь I0 — функция, известная как интеграл 
ошибок:

	 	 (19)

Это позволяет записать ряд (16) в виде

	 	 (20)

Полученное решение допускает реализацию с 
помощью стандартных библиотек языка С++. 
Таким образом, при его программной реали-
зации не требуется создания дополнительных 
процедур численного интегрирования.

Отметим, что при медленном спаде тепловы-
деления, когда p → 0 в выражении для времен-
ной зависимости мощности источника тепла (5), 
при рассмотрении достаточно коротких про-
межутков времени мощность источника можно 
приближенно считать постоянной. В этом слу-
чае можно ограничиться первым членом ряда:

	 .	 (21)

При использовании полученных решений для 
экспоненциально затухающего источника теп-
ла при верификации расчетных средств следу-
ет учитывать, что эти решения имеют особую 
точку при r = 0. Следовательно, при значениях r, 
близких к нулю, при численном моделировании 
может потребоваться мелкая пространственная 
и временная дискретизация.

Заключение

Разумеется, полученные решения не учитыва-
ют такие аспекты реальных пунктов захороне-
ния РАО, как конечный размер матриц с отхо-
дами, сложную структуру инженерных барьеров 
безопасности, неоднородность и анизотропию 
вмещающей породы и т. д., то есть, описывают 
своего рода идеализированные случаи. Тем не 
менее они отражают принципы расположения 
РАО в пунктах глубинного захоронения, следо-
вательно, могут использоваться для проверки 
принципиальной возможности моделирования 
базовых конфигураций ПГЗРО программными 
средствами. 

Полученные решения были реализованы в 
виде программного средства [18] и использо-
ваны при верификации тепловых моделей рас-
четного кода FENIA. Результаты верификации 
показаны в [19], поэтому здесь приводиться не 
будут. Отметим лишь, что сравнение получен-
ных кодом FENIA результатов с аналитическими 
решениями показало хорошее их соответствие. 
Расчет проводился при реалистичных для усло-
вий ПГЗРО значениях начального тепловыделе-
ния, скорости его спада и температуропровод-
ности вмещающей породы. 

Данные аналитические решения могут при-
меняться и для верификации прочих расчетных 
средств, в которых реализовано численное ре-
шение уравнений типа теплопроводности. Это, 
в частности, могут быть модели диффузии, бро-
уновского движения или их аналоги в других об-
ластях, например в экономике [20].
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EXACT ANALYTICAL SOLUTIONS FOR NON-STEADY HEAT TRANSFER 
PROBLEMS AND THEIR ROLE IN VERIFICATION OF MODELS FOR THERMO-
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WASTE REPOSITORIES

Tokarev Y. N., Moiseenko E.V., Drobyshevskiy N. I., Butov R. A.
Nuclear Safety Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
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Numerical simulation of complex underground facilities, such as deep geological radioactive waste repositories, 
requires coupled assessment of thermo-hydro-mechanical and, possibly, other processes. Therefore, a robust estimate 
of the temperature field is one of the crucial tasks. Computer codes used for modelling require verification on the 
problems that have exact analytical solution. Furthermore, these problems should reflect characteristic features of 
modelled objects. For heat transfer problems, these features are primarily spatial and temporal distribution of heat 
sources. In this paper, the exact analytical solutions for non-steady 3D heat transfer equation are obtained for the 
medium with constant thermal properties and exponentially decreasing point, linear and planar heat sources. These 
configurations are sufficiently well related for verification purposes to actual problems solved in safety analysis of 
deep geological radioactive waste repositories. Presented solutions can be used for verification of computer codes 
that implement the numerical solution of heat transfer equation or similar numerical models, such as diffusion, 
Brownian movement, etc.

Keywords: radioactive waste, deep geological repository, computer code verification, non-steady heat transfer equation, exact 
analytical solutions.
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